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Vorbemerkung: In der Zeit nach Riemann wurden etwa ein Dutzend weiterer Zetafunktionen definiert. Sie sind 
nach dem jeweiligen Schöpfer benannt und haben z. T. gewisse Ähnlichkeiten mit der Riemannschen Zeta-
funktion. Beispiel: Hurwitzsche Zetafunktion. Wenn im Folgenden kurz die Zetafunktion angesprochen wird, ist 
immer die Riemannsche Zetafunktion gemeint. 
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Abbildung 1: Diese Mathematiker haben sich mit Primzahlen beschäftigt 

 

Einige Tafeln aus Internet-Beitrag [1] von Homer Reid. Früher am Institute of Technology Massachusetts.  

http://homerreid.ath.cx/research/talks/ZetaFunction.20080117.pdf. Die PDF-Datei umfasst 58 Tafeln, 495 MB. 

 

Die Grunddefinition der Zetafunktion: 
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Von Euler stammt die Produktformel mit Primzahlen: 
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Für geradzahlige n hat Euler eine geschlossene Formel mit Bernoulli-Zahlen Bn  abgeleitet: 
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Damit: 
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Für ungerade ganzzahlige reelle Werte von s ist die Berechnung der Zetafunktion (s) nur näherungsweise nur 
über unendliche Reihen möglich und somit wesentlich aufwändiger. Hier nur ein Beispiel aus [8] für s = 3 und 
weitere Angaben: 
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Tafel 1 aus Quelle [1]: Tafel 3 

   
 

 Tafel 9 

  

 

Neben vielen anderen Darstellungen lässt sich die Riemannsche Zetafunktion auch als unendliche Produktreihe 
aller Primzahlen wie folgt darstellen: 
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Anzahl der Primzahlen bis zu einem Wert x 
 

RIEMANN wollte die Anzahl (x)1 der Primzahlen bis zu einer bestimmten Größe ≤ x angeben und findet: 

 

Tafel 57: 

 
Mit J(x) ist in der Tafel 57 nicht die Bessel-Funktion gemeint, sondern nach Tafel 11: 

 

Nach Tafel 43 wird J(x) approximiert durch die logarithmic integral function Li(x): 

kha-Hinweis: Das Li-Integral muss von 2 bis x laufen (auch Gauß), nicht ab 0, sonst 
größere Fehler. 

Tafel 58: 

 
 

Nach [5] beträgt die Anzahl der Primzahlen bis x = 1.00.000 exakt 78.498. Die Li-Approximation liefert nach der 
gleichen Quelle dagegen 78.628, das sind 130 weniger. Damit scheint in Tafel 58 mit Gauß's error die Li-
Approximation gemeint zu sein. Was ist dann mit Riemann's error in Tafel 58? Egal wie, bei kleinen x können die 
Fehler relativ groß sein, siehe [5]. 

 
1 Der Funktionsbezeichner () für die Primzahlenanzahlfunktion darf nicht mit der Kreiszahl  = 3,14159... verwechselt werden.  
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Abbildung 2: Zur Anzahl der Primzahlen 

 

 
Abbildung 3: Anzahl der Primzahlen mit verschiedenen Formeln berechnet 

 
Abbildung 4: Vergleich zweier Formeln 

Die Vermutung von Riemann 
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Abbildung 5: Die Zetafunktion für s > 1 Abbildung 6: Die Zetafunktion für gesamten reellen Bereich 

Die linke Abbildung zeigt die Zetafunktion2 in der Darstellung von Gauss (Summenformel) bzw. Euler (Produkt-
formel). Der Verlauf ähnelt der einer Hyperbel. Bei s = 1 liegt eine Polstelle vor. Riemann hat für seine Primzahl-
untersuchung die Zetafunktion analytisch auf den links der Polstelle liegenden Bereich komplex erweitert. Für die 
erweiterte Zetafunktion gibt es zahlreiche Darstellungen, als Summenformeln, als Produktformeln und als 
Integralformeln und auch als Kombinationen davon. Häufig treten in diesen Darstellungen auch andere Funk-

tionen auf, wie z.B. die Gammafunktion (s) oder auch die Bernoullischen Zahlen. Häufig ist die Gültigkeit dieser 
erweiterten Zeta-Formeln an Voraussetzungen geknüpft, wie z. B. Realteil von s größer 0 oder größer 1. Darüber 
hinaus gibt es auch spezielle Formeln für ganzzahlige reelle Werte von s und noch viele Dinge mehr, siehe [kha-
1]. Die (erweiterte) Zetafunktion ist eine der komplizierten mathematischen Funktionen. 

 

In der rechten Abbildung (aus [kha-1] entnommen und überarbeitet), ist der Graph der erweiterten Zetafunktion 

(s) für reellen positive und negative Werte von s bzw. x dargestellt. Im Fall von x > 1 zeigt sich der gleiche 
Verlauf wie links. Bei x = 0 beträgt der Funktionswert -0,5. Bei negativen Werten von x oszilliert die Zetafunktion 
mit zunächst kleinen Amplituden, die im gewählten Abbildungsmaßstab nicht sichtbar gemacht werden können. 
Bei weiter ansteigenden Negativwerten werden die Oszillationen sehr stark. Die Nullpunkte liegen bei -2, -4, -6 
usw. also bei -2n, n = 1, 2, 3 usw. Diese Nullstellen werden triviale Nullstellen genannt und interessieren für die 
Riemannsche Vermutung nicht weiter. 

 

Bei komplexen Argumenten liegen im "kritischen Streifen" (Realteil 0 ... 1) unendlich viele diskrete komplexe 
Nullstellen vor, die nach der Riemannschen Vermutung alle den Realteil von exakt 0,5 besitzen. 1903 wurden die 
ersten 15 Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion berechnet. Bis 1936 wurden 1041 Nullstellen berechnet; 
bis Oktober 2004 mit Computereinsatz 10 Billionen Nullstellen. In allen Fällen gab es keinen Widerspruch zur 
Riemannschen Vermutung, dennoch steht der echte Beweis noch aus. Ein Preisgeld von einer Million Dollar 
winkt, ausgelobt vom Clay Mathematics Institute, Cambridge, Massachusetts,  
 http://www.claymath.org/millennium/Riemann_Hypothesis/ 
Man erhofft sich von einem exakten Beweis wesentliche Erkenntnisse in der Zahlentheorie und auch 
Anwendungsmöglichkeiten wie z. B. in der Quantenmechanik. Angeblich sehen die Abstände zwischen den 
Nullstellen der Zetafunktion genauso aus wie die Abstände zwischen den Energieniveaus in quantenchaotischen 
Systemen. Was hat es damit auf sich? Es gab schon von anerkannten Mathematikern Beweise, die sich aber nach 
(schwieriger) Überprüfung als fehlerhaft herausstellten. 
 

In der nächsten Abbildung sind mit den kleinen Pfeilen auf der Imaginärachse die ersten drei Nullstellen der 
Zetafunktion markiert. 

 

Zur Goldbachschen Vermutung 
 

 
2 Bei der nummerischen Auswertung wurde in der Summenformel für Unendlich der Einfachheit halber der Ersatzwert 1.000.000 eingesetzt; 
damit kann die Zetafunktion bis auf 5 bis 6 Nachkommastellen genau berechnet werden. 

http://de.wikipedia.org/wiki/Billion
http://en.wikipedia.org/wiki/Cambridge,_Massachusetts
http://en.wikipedia.org/wiki/Massachusetts
http://www.claymath.org/millennium/Riemann_Hypothesis/
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Christian Goldbach, deutscher Mathematiker, 1690 – 1764: "Jede gerade Zahl größer als 2 kann als Summe 
zweier Primzahlen geschrieben werden." Beispiele: 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3, 8 = 5 + 3, 10 = 7 + 3, 12 = 7 + 5, ... wobei es 
auh mehrere Lösungen geben kann. Beispiele: 22 = 19 + 3 = 17 + 5. 

 

Der britische Verlag Faber & Faber hat im Jahr 2000 ein Preisgeld von einer Million Dollar auf den Beweis der 
Vermutung ausgelobt. Da bis zur Frist April 2002 kein Beweis eingegangen ist, wurde die Auslobung eingestellt. 
Experten nehmen an, dass dieser Beweis – wenn überhaupt – noch schwieriger zu erbringen ist als der Beweis 
der Riemannschen Vermutung. 

 

Zur Legendreschen Vermutung 
 

Adrien-Marie Legendre, französischer Mathematiker, 1752 bis 1833: "Zwischen den Quadraten vom zwei 
aufeinanderfolgenden Zahlen größer Null liegt mindestens eine Primzahl." 

Beispiel 1: zwischen 12 = 1 und 22 = 4 liegen die Primzahlen 2 und 3. 

Beispiel 2: zwischen 22 = 4 und 32 = 9 liegen die Primzahlen 5 und 7. 

Beispiel 3: zwischen 72 = 49 und 82 = 64 liegen die Primzahlen 53, 59 und 61. 

Die Legendresche Vermutung ist ebenfalls noch unbewiesen. 

 

Aus:  http://web.viu.ca/pughg/RiemannZeta/RiemannZetaLong.html 

 

kha: Aus: )(sin)(cos  :hierfür folgt    )sin(cos )(
titeirer

tii   +=+  

Aus: http://mathworld.wolfram.com/Riemann-SiegelFunctions.html 

 

                   Term 1 (nicht von Belang)     Term 2 = Z(t). Für Nullstellen Zetafunktion 

+ 31/(80640*t5) + ... 

http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematiker
http://de.wikipedia.org/wiki/1690
http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
http://mathworld.wolfram.com/Riemann-SiegelFunctions.html
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Aus: http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html 

 

 

Aus beiden vorstehenden Internetquellen die Funktionalgleichungen für die Zetafunktion in angepasster 
Schreibform: 

( ) ( ) )1(s)-(12/sin22(s)
1
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oder gleichwertig: 
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Zur physikalischen Bedeutung der Nullstellenwerte der Riemannschen Zetafunktion 



Riemannsche Vermutung und Zetafunktion.docx 8 / 23 23.08.2019 

 

 
Aus [10], dort bei "Grenzen der Berechenbarkeit", Kap. 5.2 "Die Riemannsche Vermutung " 
 

"Einige Mathematiker glauben, dass ein Beweis in nicht allzu ferner Zukunft möglich sein könnte. So wurden Analogien 
zwischen den nichttrivialen Nullstellen und quantenmechanischen chaotischen Systemen entdeckt: Der Mathematiker Hugh 
Montgomery und der Physiker Freeman Dyson machten im Jahr 1972 die Beobachtung, dass die Abstände zwischen den 
Nullstellen der Zetafunktion genauso aussehen wie die Abstände zwischen den Energieniveaus in quantenchaotischen 
Systemen. Die Nullstellen scheinen sich gleichsam abzustoßen, haben also statistisch die Tendenz, nicht zu nahe beieinander 
zu liegen. Mathematisch präziser ausgedrückt: Die nichttrivialen Nullstellen der Zetafunktion scheinen dieselben statistischen 
Eigenschaften aufzuweisen wir die Eigenwerte von hermiteschen Zufallsmatrizen. Ob sich diese Analogie für einen Beweis 
nutzen lässt, ist allerdings noch unklar. Fände sich jedoch beispielsweise eine quantenchaotische Anordnung, deren 
Energieniveaus exakt mit den Nullstellen der Zetafunktion übereinstimmen, wäre die Riemannsche Vermutung bewiesen."    
kha-Anmerkung: Für den Millennium-Preis wird ein mathematischer Beweis verlangt. 
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Der zur Diskussion stehende Artikel "Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Groesse" befindet sich auf den Druckseiten 177 
bis 187. Die Originalpublikation erschien in den Monatsberichten der Berliner Akademie im November 1859. 

Riemann benutzt für diese Untersuchung die schon von Euler bekannte Beziehung 
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 Riemann bezeichnet diese Funktion mit Zeta, kleines griechisches Zeichen ζ. Somit: 

 

−

==


= p

s

n
s

p

n
s

alle1 1
1

11
)(  

 Riemann untersucht diese Funktion für seine Primzahlzwecke mit komplexen Argument s und stellt fest, dass sie unendlich viele negative 
reelle Nullstellen hat, bei -2, -4, -6, -8 usw. Diese werden mit "triviale Nullstellen" bezeichnet und interessieren nicht weiter. Die Zetafunktion 
besitzt aber auch unendlich viele komplexe Nullstellen. Überraschend stellt Riemann fest, dass sie alle den Realteil 0,5 besitzen und 
vermutet, dass dieses generell gilt ---> Riemannsche Vermutung. Riemann-Zitat: "... Hiervon wäre allerdings ein strenger Verweis zu 
wünschen; ich habe indess die Aufsuchung desselben nach einigen flüchtigen Versuchen vorläufig beiseite gelassen, da er für den nächsten 
Zweck meiner Untersuchung entbehrlich schien.". Und so ist die Riemannsche Vermutung seit November 1859 ein ungelöstes mathema-
tisches Problem, nach Expertenmeinung heute eines der wichtigsten (Millennium-Problem, "Wer ). 

 

Andere bedeutende mathematische Vermutungen:  
 

1.  Die Goldbachsche Vermutung. Aus: http://de.wikipedia.org/wiki/Goldbachsche_Vermutung 

 Christian Goldbach, 1690 bis 1742. In einem Brief an Euler formulierte Goldbach 1742 seine Vermutung. 
 

Die starke (oder binäre) Goldbachsche Vermutung lautet wie folgt: 
 

Jede gerade Zahl größer als 2 kann als Summe zweier Primzahlen geschrieben werden. 
 

Mit dieser Vermutung befassten sich bis in die heutige Zeit viele Zahlentheoretiker, ohne sie beweisen oder widerlegen zu können. 
 

Tomás Oliveira e Silva zeigte mittels eines Verteiltes-Rechnen-Projekts mittlerweile (Stand November 2011) die Gültigkeit der Vermutung für 
alle Zahlen bis 26 × 1017. Ein Beweis dafür, dass sie für jede beliebig große gerade Zahl gilt, ist dies natürlich nicht. 
 

Nachdem der britische Verlag Faber & Faber im Jahr 2000 ein Preisgeld von einer Million Dollar auf den Beweis der Vermutung ausgelobt 
hatte, wuchs auch das öffentliche Interesse an dieser Frage. Das Preisgeld wurde nicht ausgezahlt, da bis April 2002 kein Beweis eingegangen 
war. 
 
2.  Die Poincaré-Vermutung. Aus: http://de.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9-Vermutung.  Henri Poincaré, 1854 bis 1912, Frankreich. 
 

Die Poincaré -Vermutung besagt, dass, so lange ein geometrisches Objekt kein Loch hat, es zu einer Kugel deformiert (also geschrumpft, 
gestaucht, aufgeblasen o. ä.) werden kann – und zwar nicht nur im Fall einer zweidimensionalen Oberfläche im dreidimensionalen Raum, 
sondern auch in höheren Dimensionen. Besonders im Falle der dreidimensionalen Oberfläche im vierdimensionalen Raum könnte das neue 
Erkenntnisse über die Geometrie des Universums ermöglichen. Einstein würde sich freuen. 
 

Die Poincaré-Vermutung galt lange als eines der bedeutendsten ungelösten Probleme in der Topologie, einem 
Teilgebiet der Mathematik. Henri Poincaré hatte sie 1904 aufgestellt. Im Jahr 2000 zählte das Clay Mathematics 
Institute die Poincaré-Vermutung zu den sieben bedeutendsten ungelösten mathematischen Problemen, den 
Millennium-Problemen, und lobte für ihre Lösung eine Million US-Dollar aus. Grigori Perelman, geb. 1966, Leningrad, 
hat die Vermutung bewiesen. 2006 sollte er die Fields-Medaille (verbunden mit dem "mathematischen Nobelpreis" in 
Höhe von 15.000 Kanadischen Dollar) für seinen Beweis erhalten, die er jedoch ablehnte. Am 18. März 2010 wurde ihm 
des Weiteren der Millennium-Preis des Clay-Instituts zugesprochen, den er ebenfalls ablehnte. Perleman hat acht Jahre 

http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Ungel%C3%B6ste_Probleme_der_Mathematik
http://de.wikipedia.org/wiki/Zahlentheorie
http://de.wikipedia.org/wiki/Verteiltes_Rechnen
http://de.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9-Vermutung
http://de.wikipedia.org/wiki/Geometrisierung_von_3-Mannigfaltigkeiten
http://de.wikipedia.org/wiki/Universum
http://de.wikipedia.org/wiki/Topologie_%28Mathematik%29
http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematik
http://de.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar%C3%A9
http://de.wikipedia.org/wiki/Clay_Mathematics_Institute
http://de.wikipedia.org/wiki/Clay_Mathematics_Institute
http://de.wikipedia.org/wiki/Millennium-Probleme
http://de.wikipedia.org/wiki/Grigori_Jakowlewitsch_Perelman
http://de.wikipedia.org/wiki/Fields-Medaille
http://de.wikipedia.org/wiki/Kanadischer_Dollar
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an dem Beweis gearbeitet. Der Beweis belegt 40 Seiten, die Prüfung des Beweises dagegen 140 Seiten. 
 

Nach Presseberichten wohnt Perelman nach Überwerfungen mit seiner Universität derzeit ohne Anstellung bei seiner Mutter in einer 
Zweizimmerwohnung bei St. Petersburg und will seine Ruhe haben.  
 

Private kha-Anmerkung: Bekanntlich gibt es den Nobelpreis nicht für das Gebiet der Mathematik. Grund: Der Stifter, Alfred Nobel, hatte keine 
guten Schülererinnerungen an seine Mathe-Lehrer. Aber muss man deswegen gleich das Dynamit erfinden?  ;-) 
  

 
1984 hat der französisch-amerikanische Mathematiker Louis de Branges de Bourcia einen Beweis für die 
Riemannsche Vermutung vorgestellt, der sich aber zwischenzeitlich als falsch herausgestellt hat. Auch frühere 
Beweise von Louis de Branges über andere mathematische Vermutungen haben sich als falsch herausgestellt. 
 
Aus:   
Aus:  http://www.zeit.de/2001/03/200103_riemann.xml 
 

Näherung durch Carl Friedrich Gauß (1792):    

Bessere Näherung durch C. F. Gauß (1849):   

( Graph grün)

  

Eine noch bessere Näherung lieferte Bernhard Riemann (1859):    

Möbiusfunktion: μ(n) 

• μ(n) = 1 für n = 1  

• μ(n) = 0, wenn in der Primfaktorzerlegung von n mindestens ein Primfaktor mehrfach vorkommt 

• μ(n) = (-1)k, wenn die Primfaktorzerlegung von n aus k verschiedenen Primfaktoren besteht 

   

Riemannsche Zetafunktion:     

 

1.1 Näherung durch Gauß (1792): Gaußjähriger -15                          
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3. Nach Riemann (1859)  
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      Li ist der Integrallogarithmus, 
siehe oben 
 

Die Funktion (n), die später Möbius-Funktion benannt, liefert die Zahlenwerte 1, 0 und -1 nach der Festlegung 
von Riemann wie folgt:  
 

• (n) = 1  für n = 1 

• (n) = 0  wenn in der Primzahlzerlegung von n mindestens eine Primzahl mehrfach vorkommt. 

• (n) = (-1)k  wenn die Primzahlenzerlegung von n aus k verschiedenen Primzahlen besteht. 
 
Damit kann man die Riemann-Formel R(x) wie folgt angeben: 
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Mit der Riemannschen Zetafunktion (x) lässt sich die Riemann-Formel R(x) auch wie folgt darstellen: 

http://de.wikipedia.org/wiki/Louis_de_Branges_de_Bourcia
http://www.zeit.de/2001/03/200103_riemann.xml
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Die Formel 2.1 von Legendre hat wegen der empirischen Konstanten c = 1,08366 etwas Argwohn erregt, wenn 
auch die Ergebnisse besser waren als bei Gauß 1.1. Später haben andere das c für unterschiedliche Bereiche 
definiert, bis man sich auf c = 1 geeinigt hat, das auch für ganz große Werte bessere Ergebnisse liefert. So 
betrachtet ist 2.2 nur eine Kosmetisierung von 2.1. Für den Hausgebrauch empfiehlt sich 2.2 durchaus, da sie 
besser ist als die Gauß-Formel nach 1.1 und ebenso simpel zu berechnen ist. Bei Werten unter etwa 100 führen 
alle Näherungen zu ziemlich großen relativen Fehlern. Die Riemann-Berechnung schneidet auch in diesen Fällen 
am besten ab. 
 
 
Hier Ausgabe des Programms "kha-VB-Primzahlensieb-Eratosthenes" 

 
 
 

 
 
 
 
 

Zu den Mersenne-Primzahlen 
 
Bis 1536 glaubte man, dass 2p – 1 eine Primzahl sei, wenn p eine Primzahl sei.  
 
Marion Mersenne (französischer Theologe, Mathematiker und Musiktheoretiker, 1588 bis 1648) behauptet, 2p – 1 
sei eine Primzahl für p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 und 257, jedoch keine Primzahl für alle anderen 
natürlichen Zahlen kleiner als 257. 
 

http://de.wikipedia.org/wiki/Marin_Mersenne
http://de.wikipedia.org/wiki/Theologe
http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematiker
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Der letzte Teil der Behauptung ist allerdings falsch für: 

• p = 61 (1883 bemerkt),  

• p = 89 (erst nach 1900 bemerkt)  

• p = 207(erst nach 1900 bemerkt) 
denn diese drei Mersenne-Zahlen sind alles Primzahlen. 
 
Umgekehrt führt p= 67 im Gegensatz zu Mersenne zu keiner Primzahl. Dazu aus [kha-4]: Im Jahre 1903 hielt 
Frank Nelson Cole, Mathematik-Professor an der Columbia University in New York bei einem Treffen 
amerikanischer Mathematiker einen sehr merkwürdigen "Vortrag". Er ging an die Tafel und schrieb: 
 267 – 1 = 193.707.721 * 761.838.257.287 
und beendete seinen "Vortrag". Die Zuhörer spendeten ihm eine Standing Ovation. Man wusste schon seit 1867, 
dass die 20-stellige Mersenne-Zahl (267- 1 ≈ 1,475...*1020) keine Primzahl ist, konnte sie aber nicht faktorisieren, 
d. h. in Primzahlen zerlegen. Prof. Cole hatte er in wochenlanger Arbeit diese Mersenne-Zahl faktorisiert, d. h. in 
die beiden Primzahlen 193.707.721 und 761.838.257.287 zerlegt. 
 
Die ersten Mersenne-Zahlen: 
22 – 1 = 3, dual: 11 
23 – 1 = 7, dual: 111 
24 – 1 = 15, dual: 1111, aber keine Primzahl. Mersenne hat p = 4 für Primzahl-Eigenschaft ausgeschlossen 
25 – 1 = 31, dual: 11111 
26 – 1 = 63, dual: 111111, aber keine Primzahl. Mersenne hat p = 6 für Primzahl-Eigenschaft ausgeschlossen. 
27 – 1 = 127,  dual: 1111111 
Wie man sieht, bestehen die Mersenne-Zahlen in der dualen Darstellung nur aus Einsen. 
 
Die größten Mersenne-Primzahlen werden in einer Liste geführt. Leonhard Euler ist in dieser Liste auf Platz 8 
vertreten mit p = 31 bzw. der Primzahl 231 – 1 = 2.147.483.647. 
 
Die Liste immer weiter geführt. Im Jahre 2009 wird bei einem GIMPS3-Projekt der 47. Platz4 () besetzt mit p = 
43.112.609. Die zugehörige Primzahl hat 12.978.189 Stellen! Man vermutet, dass es unendlich viele Mersenne-
Primzahlen gibt. 
 
 

Zum Krypto-System RSA 
 
Krypto-Systeme werden nicht nur im geheimdienstlichen Bereich eingesetzt, sie sind vielmehr im Internet für 
den Datenaustausch und insbesondere für den Zahlungsverkehr unverzichtbar geworden. 
 
Nach http://de.wikipedia.org/wiki/RSA-Kryptosystem  
 
RSA ist ein asymmetrisches Krypto-Verfahren zur Verschlüsselung und für digitale Signatur basierend auf 
Primzahlen und Modulo-Rechnungen. 1997 am Massachusetts Institute of Technology  (MIT) entwickelt von 
Ronald Rivest, Alan Sherman und Leonard Adleman. Das Patent ist 2000 abgelaufen. 
 
Es gibt bei RSA einen öffentlichen Teil des Schlüssels (public key), bestehend aus dem Zahlenpaar (e, N) und 
einen geheimen Schlüssel (private key), bestehend aus dem Zahlenpaar (d, N). Das gemeinsame N ist eine große 
Zahl, als Produkt der beiden  Primzahlen p und q. Die wählt man entsprechend der gewünschten Schlüssellänge, 
z. B. für 512 Bit. Das Zerlegen von N in die Primzahlen p und q würde bei systematischen Probieren mit den 
schnellsten Rechnern viele Jahre dauern da bei 512 Bit ca. 3,7887*10151 Primzahlen vorliegen, eine Zahl mit 151 
Stellen. Zur Orientierung: Die Anzahl aller Atome im gesamten Universum (ohne dunkle Materie) wird auf 1077 
geschätzt, eine Zahl mit 77 Stellen. Weitere Details siehe Wikipedia 
 

 
3 GIMPS: Great Internet Mersenne Prime Search. Gemeinnützige Organisation, 1996 gegründet, um neue Weltrekord-Mersenne-Primzahlen 
zu entdecken, durch Zusammenschalten von vielen kleinen Computern. Bei www.mersenne.org kann man nachlesen, dass die Überprüfung 
der 46. und 47. Mersenne-Primzahl auf einer SUN-Workstation mehrere Tage gedauert hat. Für Überprüfung von Mersenne-Primzahlen 
wurden spezielle Algorithmen entwickelt, siehe [18], Lucas-Lehmer-Test. Dieser Test arbeitet mit Modulo-Rechnungen und nutzt den 
Umstand aus, dass Mersenne-Zahlen in der dualen Darstellung nur aus Einsen bestehen. Man kann davon ausgehen, dass auch künftig die 
größte (überprüfte) Primzahl eine Mersenne-Primzahl sein wird. 
 

4 Die die Nummerierung ist etwas vage, da auch kleinere Mersenne-Primzahlen entdeckt werden und in die Liste nach der Größe einsortiert 

werden. Siehe [18]. 

http://de.wikipedia.org/wiki/RSA-Kryptosystem
http://de.wikipedia.org/wiki/Massachusetts_Institute_of_Technology
http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Alan_Sherman&action=edit&redlink=1
http://de.wikipedia.org/wiki/Leonard_Adleman
http://www.mersenne.org/
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Zum Krypto-System ECC 

 

Die RSA-Krypto-Systeme haben ab Mitte der 1980er Jahre durch die Elliptic-Curve-Crypotography (ECC) 
Konkurrenz bekommen, siehe [12]. Danach kommt ECC mit kürzeren Schlüsseln aus und ist schneller und 
sicherer. Ein ECC-Schlüssel mit 160 Bit soll die gleiche Sicherheit bringen wie ein RSA-Schlüssel mit 1024 Bit. Ein 
ECC-Schlüssel mit 384 Bit entspräche in der Sicherheit einem RSA-Schlüssel mit 7680 Bit. 

 

Verwandte Begriffe sind ECDH, ECIES, IES, ECDSA und ECMQV. 

 

Elliptischen Kurven (nicht zu verwechseln mit Ellipse) werden angesetzt für: 

• Reellen Zahlenraum. Die Kurven haben hier die Struktur: y2 = x3 + ax + b.  
Dazu die Bedingung: 4a3 + 27b2 <> 0. 

• Komplexen Zahlenraum 

• Rationale Zahlen 

• Endliche Körper. Anwendung bei der Elliptic-Curve-Cryptography. 

 

Weiter aus [12]: 

ECC wird von modernen Windows-Betriebssystemen (ab Vista) unterstützt.  
Produkte der Mozilla Foundation (u.a. Firefox, Thunderbird) unterstützen ECC mit min. 256 Bit Key-Länge (P-256 aufwärts).  
Die in Österreich gängigen Bürgerkarten (e-card, Bankomat- oder a-sign Premium Karte) verwenden ECC seit ihrer Einführung 
2004/2005, womit Österreich zu den Vorreitern in deren breitem Einsatz zählt.  
Die Reisepässe der meisten Europäischen Staaten (u. a. Deutschland) verwenden ECC zumindest für den Schutz des Zugriffs auf 
den Chip mittels Extended Access Control, einige Länder (u. a. Deutschland und Schweiz) verwenden es auch, um die auf dem 
Chip gespeicherten Daten mit Passive Authentication zu schützen.  
In Deutschland verwendet der neue Personalausweis ebenfalls ECC, sowohl für Extended Access Control als auch für Passive 
Authentication. 

 
Aus http://de.wikipedia.org/wiki/Elliptic_Curve_Cryptography: Sony benutzt ECC zur digitalen Signierung von 
Software für die PlayStation 3. Im Jahr 2010 gelang einer Hackergruppe die Ermittlung des benutzten Private Key 
und somit ein fast vollständiger Bruch der Sicherheitssysteme. Dies war jedoch vor allem auf Implemen-
tationsfehler von Sony zurückzuführen und nutzte keine Sicherheitslücken in ECC-Verfahren aus.  
 
Dem Verfasser ist die ECC ziemlich fremd und deshalb begnügt er sich mit der Darstellung einer elliptischen 
Kurve, die zumindest zeigt, dass die elliptischen Kurven keine Ellipsen sind. Die Darstellung gilt in Anlehnung an 
[13] für die Formel y2 = x3 + ax + b mit a = -4 und b = 1. Kompliziertere Figuren erhält man mit y2 + xy = x3 + ax2 + 

b.  Die aus [13] entnommene nebenstehende Abbildung zeigt in dramatisierender Weise den Vorteil von ECC 
gegenüber RSA in Bezug auf die Mindestsecuritiy-Level, aus gedrückt in MIPS-Jahren. MIPS = Million Instructions 
Per Second. Nach der Abbildung wäre ein ECC mit 160 Bit mit einem Rechner mit 1 MIPS in 1012 Jahren zu 
knacken, ein RSA bräuchte für den gleichen Sicherheitslevel schon einen Schlüssel mit 1024 Bit. Stand 2001. 

http://de.wikipedia.org/wiki/Mozilla_Foundation
http://de.wikipedia.org/wiki/Mozilla_Firefox
http://de.wikipedia.org/wiki/Mozilla_Thunderbird
http://de.wikipedia.org/wiki/Reisepass
http://de.wikipedia.org/wiki/Deutscher_Reisepass#Extended_Access_Control_.28optional.29
http://de.wikipedia.org/wiki/Deutscher_Reisepass#Passive_Authentication_.28verpflichtend.29
http://de.wikipedia.org/wiki/Personalausweis_%28Deutschland%29#Der_elektronische_Personalausweis_.28nPA.29
http://de.wikipedia.org/wiki/Elliptic_Curve_Cryptography
http://de.wikipedia.org/wiki/Sony
http://de.wikipedia.org/wiki/PlayStation_3
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--------------------------------------- FUNDUS ---------------------------------------- 
 

 
 
 

Die vervollständigte Zetafunktion nennt Riemann Xi-Funktion (s). Sie hat die gleichen Nullstellen wie die 

Zetafunktion (s), ist aber immer reell, so dass die Nullstellensuche einfacher wird. Aber es muss auch die 

Gamma-Funktion (s/2) berechnet werden, zusätzlich zur Zetafunktion (s). 
 
Ebenfalls aus [14]: 

 
2 Die Funktion θ(x) bezeichnet die Jacobi-Theta – Funktion, Autor von [14]. 

 

Diese Erweiterung nennt der Autor Riemann XI-Funktion (t), im Riemann-Original Xi-Funktion (t) Sie benutzt 

die Jacobische Theta-Funktion (x), oft auch so ϑ(x) geschrieben, bei Riemann-Original Psi-Funktion (x). 
Aktueller Hinweis: Obige Formel findet sich im Riemann-Original auf Seite 179 wie folgt: 



Riemannsche Vermutung und Zetafunktion.docx 15 / 23 23.08.2019 

 

 =
















+−=


−

 −

11

4

3

2 2

)(      :mit   log
2

1
cos)(

4

1

2

1
)( xn

exdxxtxxtt
  

Riemann benutzt im Original tt für t2und nn für n2. Die Funktion (t) gilt für a= 0,5 und besitzt die gleichen 

Nullstellen wie die Zetafunktion (½, t), ist aber im Gegensatz zu ihr reell und kann wegen der Nulldurchgänge 
leichter iterativ berechnet werden. Bei der Zetafunktion muss man dagegen die gemeinsamen Nulldurchgänge 
von Realteil und Imaginärteil iterativ suchen. Betrachtet man nur den Absolutwert der Zetafunktion, dann hat 
man keine Nulldurchgänge, sondern nur Berührpunkte mit der t-Achse. Wegen der notwendigen endlichen 
Berechnung treten kleine Fehler auf, die dazu führen, dass die t-Achse nicht exakt erreicht wird. Man muss einen 
kleinen Fehler zulassen, der aber dazu führen kann, dass der Berührpunkt verfehlt wird. Die Berechnung mit der 

Xi-Funktion (t) ist dagegen sicherer. Es nötigt einem Respekt ab, dass Riemann die ersten drei Nullstellen 
händisch berechnet hat. 
 

 
 

Zur numerischen Berechnung der Zetafunktion 
Ausschnitte aus [3]: http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_%CE%B6-Funktion 
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Aus: http://en.wikipedia.org/wiki/Lanczos_approximation 
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Aus:  http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs5/seite19.html 

 

 

 

 

Zusammenfassung: Die Riemannsche Vermutung zur Zetafunktion 
Bernhard Riemann, deutscher Mathematiker, 1826 bis 1866, Berlin, Göttingen, Schüler von Gauß und Dirichlet. Aus den 
Monatsberichten der Berliner Akademie der Wissenschaften, November 1859, über den Einführungsvortrag von Riemann: "Ueber 
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Groesse". 

 
 

Für den mathematischen Beweis des Millenium-Problems "Riemannsche Vermutung" hat das amerikanische  
Clay-Institut ein Preisgeld von 1 Million US-Dollar ausgelobt; siehe: http://www.claymath.org/millennium/ 
 

Weitere Preise gibt es von der ZetaGrid-Organisation; siehe: http://www.zetagrid.net/zeta/prizes.html: 

• 1000 US-$ für den ersten Nachweis einer Nullstelle außerhalb der kritischen Gerade mit a = 1/2. 

• 100 US-$ für den ersten Nachweis von zwei Nullstellen, die nicht weiter als 10-7 auseinander liegen. 

• 10 US-$ für den ersten Nachweis von zwei Nullstellen, die nicht weiter als 10-6 auseinander liegen. 

Die Zetafunktion: 
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Die von Riemann für s > 0 
erweiterte Zetafunktion: 
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Diese Formel ist für die 
Berechnung der Zetafunktion im 
kritischen Bereich geeignet. 

Der Originaltext von Riemann: 

Mit anderen Worten: Alle Nullstellen liegen auf der kritischen Geraden a =1/2. 

http://www.claymath.org/millennium/
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Abbildung 7: Der Verlauf der Zetafunktion für a = 1/2 im t-Bereich von 0 bis 50 und die Riemannschen Nullstellen 

Entsprechend der Riemannschen Vermutung wurde bei der Grafikberechnung der Realteil von s mit a = 1/2 angenommen. Man 
sieht, dass die Zetafunktion an den markierten Stellen mit der Riemann-Annahme zu Null wird. 
 

Alle nummerischen Berechnungen haben bislang Riemann bestätigt. Auch der ZetaGrid-Rechnerverbund, der mit über 11.000 
Rechnern zu über 1012 Nullstellen geführt hat, hat Riemann bestätigt. Der mathematische Beweis steht aber immer noch aus. 

Die Nullstellenwerte der Zetafunktion sind u. a. in der Quantenmechanik von Bedeutung. Es wird vermutet, dass die Null-
stellenwerte Informationen über die Primzahlenverteilung enthalten. Auf der praktisch fast unmöglichen Aufspaltung von großen 
Primzahlprodukten beruht der weit verbreitete RSA-Verschlüsselungsalgorithmus. Experten nehmen an, dass bei einem 
mathematischen Beweis der Riemann-Vermutung auch einige Geheimnisse der Primzahlen gelüftet und damit RSA obsolet 
werden könnte. Die "Elliptic Curve Cryptography" (ECC) könnte dann mit seinen wesentlich kürzeren Schlüsseln bei gleicher 
Sicherheit an Bedeutung zunehmen. Wie aber der Fall SONY-Playstation-Kundenliste im April 2011 gezeigt hat, kann auch ECC bei 
schlechter Implementierung geknackt werden. 

 
Abbildung 8: Die Nullstellen im Bereich bis 500. Nach Programm "kha-VBC-Zetafunktion und Z(t)-Nullstellen" 

Die nummerische Berechnung der Nullstellen ist mit Problemen verbunden, da sowohl Realteil als auch Imaginärteil zu Null 
werden müssen, siehe Abbildung 7. Grundsätzlich könnte man das Problem mit einer zweidimensionalen Iteration lösen, was 
aber sehr aufwändig wäre. Man könnte zwar auch den Absolutwert heranziehen, der die Nullstelle mit einem Berührpunkt 
darstellt. Wegen nummerischer Probleme (Berechnung der unendlichen Summen mit endlicher Schleifenzahl, Binäreffekt) 

verbietet sich diese Vorgehensweise. Eine Lösung bietet die ebenfalls von Riemann definierte Xi-Funktion (t), die von Carl 
Ludwig Siegel (deutscher Mathematiker, 1896 bis 1981) um 1932 aus dem Rest-Nachlass von Riemann zur Z-Funktion Z(t) 
weiterentwickelt wurde. Die Z-Funktion liefert ein reelles Ergebnis und besitzt die gleichen Nullstellen wie die Zetafunktion. 
Durch Vorzeichenwechsel können die Nullstellen erkannt werden, und durch Nachiteration, z. B. mit regula falsi, können die 
Nullstellen mit der gewünschten Genauigkeit berechnet werden. Alle hier gezeigten Diagramme wurden auf diese Weise mit 
dem Programm "kha-VBC-Zetafunktion und Z(t)-Nullstellen" berechnet. Die berechneten Werte wurden vom Programm in 
eine Textdatei geschrieben, in Excel importiert und dort in den folgenden Grafiken dargestellt. 

Zu den verwendeten Formeln: 

Die von Riemann auf die komplexe Zahlenebene erweiterte Zetafunktion (s) gibt es in vielfältigen Ausgestaltungen: als Summen 

bis ins Unendliche, als Integrale bis ins Unendliche, mit Gammafunktion (s), mit Bernoulli-Zahlen, mit trigonometrischen 
Funktionen usw. Nur wenige davon sind für nummerische Berechnungen brauchbar. Es werden hier verwendet: 
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Abbildung 9: Absolutwert der Zetafunktion im Bereich bis 100 Abbildung 10: Die Z-Funktion Z(t) hat im gleichen Bereich die gleichen  
mit 29 Nullstellen als Berührpunkte  Nullstellen wie die Zetafunktion, jedoch mit Vorzeichen-
   wechsel 
 

Die folgenden Abbildungen zeigen die Riemann-Nullstellen mit Hilfe der Z-Funktion Z(t): 

  
Abbildung 11: Bereich 1000 bis 1100 mit 81 Nullstellen Abbildung 12:  Bereich 10.000 bis 10.100 mit 118 Nullstellen 

  
Abbildung 13: Bereich 100.000 bis 100.100 mit 152 Nullstellen Abbildung 14:  Bereich 1.000.000 bis 1.000.100 mit 190 Nullstellen 

Die Berechnungen wurden mit einer t-Schrittweite von 0,1 und mit einer Genauigkeit von 10-6 durchgeführt; als Unendlich-
Ersatzwert wurde 105 gewählt. Es ergaben sich dabei durchschnittlich 5 Nach-Iterationsschleifen. Für die Abbildung 14 musste der 
Unendlich-Ersatzwert auf 106 erhöht werden, um alle Nullstellen zu erfassen. Somit waren für diese Abbildung (100/0,1 + 
190*2*5)*106 = 2.900.000.000 = 2,9 Milliarden Schleifenberechnungen der Formeln 7 und 8 erforderlich. Mathematiker haben 
sich zwischenzeitlich ganz spezielle Algorithmen für die schnellere Berechnung der Zetafunktion ausgedacht, aber das ist ein ganz 
anderes Thema oder siehe ODLYZKO [27], vor dem ein Maschinenbauingenieur vor Ehrfurcht erstarrt, fast so wie vor RIEMANN. 
Dennoch: Ein Beweis wäre wertvoller als immer neue Bestätigungen. Vorsicht ist angebracht: Ein Mathematiker hat beim Versuch 
des Riemann-Beweises zeitweise seinen Verstand verloren! 

Aus der Geschichte: AlberEinstein trat bei der Entwicklung seiner Speziellen Relativitätstheorie mathematisch auf der Stelle. Ein 
Freund verwies ihn auf eine Abhandlung von Riemann über mehrdimensionale Räume und die brachte den Durchbruch. Etwas 
zugespitzt: Immer daran denken: Ohne Riemann gäbe es möglicherweise keine Einsteinsche Relativitätstheorie und somit auch 
kein Navi! (Auch keine Atombombe?).    
 
Und weil wir schon bei Einstein sind: Seine Vorhersage der Gravitationswellen hat sich 2015 erstmals bestätigt. Einstein selbst 
hatte angenommen, dass der Nachweis wegen der erforderlichen Genauigkeit nicht erbracht werden kann. Die Hochpräzissions-
Lasermesstechnik hat die Forderung nach einer Messgenauigkeit von 10-21 geschafft. Zur Veranschaulichung: 10-21 entspricht die 

Messung von einem Tausendstel-Millimeter (1 m) auf eine Entfernung von der Sonne zum nächsten Sternsystem Alpha Centauri 
mit 4,3 Lichtjahren = 4,3 * 365 * 24 * 3600s * 300.000km/s ≈ 40.600.000.000.000 km = 40.600.000.000.000.000 m =  

40.600.000.000.000.000.000.000 m = 4,06*1021 m. Mit dem Nachweis der Gravitationswellen sind alle Einstein-Vorhersagen 
bestätigt. 
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Nachtrag: Eine Kontrollrechnung für diesen t-Bereich mit dem 
Unendlich-Ersatzwert 107 erbrachte keine weiteren Nullstellen. 
Die Schleifenzahl erhöhte sich aber auf 29 Milliarden und führte 
auf einem PC mit dem Prozessor Intel i7 zu einer Rechenzeit von 
4 Std 44 min. 
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... und zum Schluss noch Kurioses: Ramanujan-Summen-Beweis: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ...  = -1/12 

A) Der Beweis mit der Eulerschen-/Riemannschen Zeta-Funktion 

Leonhard Euler (siehe später) hat die Zeta-Funktion (s) für positive Argumente definiert und hat für 
geradzahlige Argumente Berechnungsformeln für (s) abgeleitet. Bernhard Riemann (siehe später) hat 
für seine Untersuchungen über die Anzahl der Primzahlen die Zeta-Funktion auf beliebige komplexe 
Argumente erweitert. S. Ramanujan (sprich "Ramanudschan" o. ä., siehe später) hat gezeigt, dass die 
Summe aller natürlichen Zahlen nicht unendlich, sondern -1/12 ist. 

Hier eine kleine Tabelle für reelle Argumente der Zeta-Funktion, Graphen dazu auf Seite 23. 
s - -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6  

(s) ... 0 -1/252 0 1/120 0 -1/12 -1/2  
2/6 ... 

4/96 ... 
6/945 1 

Für die Zeta-Funktion 𝜁(𝑠) hat Euler wie folgt definiert: 

 𝜁(𝑠) = 1 +
1

2𝑠 +
1

3𝑠 +
1

4𝑠 +
1

5𝑠 + ⋯   = ∑
1

𝑘𝑠
∞
𝑘=1  (1) 

und darüber hinaus gibt es mehrere Funktionsgleichungen, die natürlich alle gleichwertig sind. Das gilt 
auch für folgende rekursive Funktionsgleichung: 

 𝜁(𝑠) = 2𝑠𝜋𝑠−1 sin (
𝜋𝑠

2
)  Γ(1 − 𝑠) 𝜁(1 − 𝑠) (2) 

Darin ist (..) die Gamma-Funktion mit:   

 Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!       mit n! = n-Fakultät = 1*2*3*...*n und 1! = 1  (3) 

Wir betrachten jetzt nur den Fall s = -1: Die Zeta-Funktion ergibt sich für diesen Fall zu: 

 𝜁(−1) = 2−1𝜋−2 sin (
−𝜋

2
)  Γ(2) 𝜁(2) =

1

2𝜋2 sin (
−𝜋

2
) Γ(2) 𝜁(2) (4) 

Mit  sin (
−𝜋

2
) = −1,  (2) = 1 und 𝜁(2) =  

𝜋2

6
 (siehe Tabelle oben) erhält man schließlich: 

 𝜁(−1) = −
1

12
 (5) 

Dieser Wert ist auch aus der Tabelle ersichtlich. 
 

Jetzt zur Summe aller natürlichen Zahlen von 1 bis unendlich: Diese Summe sei mit dem Formel-
zeichen S (Groß-S) bedacht: 

 𝑆 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ⋯   = ∑ 𝑖∞
𝑖=1   (6) 

Durch bloße Ansicht kann man schon absolut sicher sagen, dass diese Summe Unendlich ergibt. 

Aber jetzt kommt das junge autodidaktische Mathematik-Genie Ramanujan aus Indien daher und zeigt 

im Jahre 1910, dass diese Summe nicht den Wert Unendlich hat, sondern den Wert −
1

12
. Er geht von 

der Basisdefinition der Zeta-Funktion nach (1) aus, hier nochmal dargestellt: 

 𝜁(𝑠) = 1 +
1

2𝑠 +
1

3𝑠 +
1

4𝑠 +
1

5𝑠 + ⋯   (7) 

und setzt hier ein: s = -1 und erhält: 

 𝜁(−1) = 1 +
1

2−1 +
1

3−1 +
1

4−1 +
1

5−1 + ⋯  (8) 

Bekanntlich gilt:  
1

𝑎−1 = 𝑎 und somit kann man die letzte Gleichung auch so schreiben und in 

Verbindung mit Gleichung (5) bringen: 

 𝜁(−1) = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ⋯   =  −
1

12
 (9) 

Das ist genau die Summe S nach (6), also: 

 ∞ = −
1

12
 (10) 

Unendlich soll gleich −
1

12
  sein? Na, sowas! Mehrere Mathematik-Professoren aus Cambridge 

wollten Ramanujan für verrückt erklären, aber formal scheint seine Behauptung richtig zu sein, oder? 
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B) Der Ramanujan-Summen-Beweis: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ...  = -1/12 

     mit elementarer Mathematik 

 

Zuerst ein Vorgeplänkel mit der Hilfssumme S1: 

 𝑺1 = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯ = ? (11) 

Wenn man mit den in Gleichung (12) (eigentlich überflüssigen) Klammern rechnet, dann ist das 
Ergebnis eindeutig 0. 

 𝑺1 = (1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + ⋯. = 0 (12) 

Wenn man dagegen die Klammern so wie in Gleichung (13) setzt, dann ist das Ergebnis eindeutig 1. 

 𝑺1 = 1 − (1 − 1) − (1 − 1) − (1 − 1) − ⋯. = 1 (13) 

Die Summe S1 kann also sowohl 0 oder 1 sein, im Mittel ½. In dieser Form etwas unbefriedigend.  

Jetzt die Umformung der Gleichungsversion (13): 

 𝑆1 = 1 − [(1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + ⋯ ] (14) 

Die eckige Klammer entspricht dem S1 nach Gleichung (12), somit: 

 𝑆1 = 1 − 𝑆1 

Daraus folgt: 2𝑆1 = 1, 𝑏𝑧𝑤.   𝑺𝟏 =
𝟏

𝟐
 

Das ist schon etwas glaubwürdiger! 

Mit der weiteren Hilfssumme S2 geht es zum eigentlichen Thema: 

 𝑆2 = 1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + ⋯ (15) 
 

 𝑆3 = 2 𝑆2 = 𝑆2 + 𝑆2 = 1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + ... 

               1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + ⋯ (16) 

  

 𝑆3 =                                  1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯ (17) 

 𝑆3 = 2 𝑆2 = 𝑆1 (18) 

Daraus folgt: 

 𝑺𝟐 =
𝑆1

2
=

1

2

2
=

𝟏

𝟒
 (19) 

 𝑆4 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + ⋯       siehe Riemann/Ramanujan (6) (20) 

 𝑆4 − 𝑆2 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + ... 

  −(1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + ⋯ ) (21) 

 

 𝑆4 − 𝑆2 = 4 + 8 + 12 + 16 + ⋯ (22) 

Darin kann man die "4" ausklammern und man erhält: 

 𝑆4 − 𝑆2 = 4 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ⋯ ) (23) 

Die runde Klammer entspricht dem S4 nach (20). Somit: 

 𝑆4 − 𝑆2 = 4 𝑆4        bzw.     3 𝑆4 = −𝑆2        damit 𝑆4 = −
𝑆2

3
 (24) 

Mit S2 nach (19) erhält man schließlich: 

 𝑆4 = −
1

4

3
= −

1

12
= 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 +...  (25) 

 

Also: Die Summe aller natürlichen Zahlen ist zwar laienhaft betrachtet unendlich,  

aber nach Ramanujan gilt auch mit elementarer Mathematik exakt:  

 ∞ = −
1

12
,       also unendlich = −

1

12
 

Ist auch die elementare Mathematik zu nichts mehr nütze? 

Das scheint so zu sein, 
denn auch Harald 
Schirber hat diesen 
Beweis geprüft und für 
richtig befunden  ;-) 
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C) Einige Hintergrundinformationen 

 

D) Graphen der Zeta-Funktion (s) 
 

 

Links (s) für s = -4 .. +4 Rechts (s) für s = -30 .. +30 

Der stark oszillierende Verlauf der Zeta-Funktion z. B. auch zwischen s = -1 und s =-4, ist in diesen 
Graphen nicht gut ersichtlich. 

 

 
Mit freundlicher Empfehlung, Ihr kha, 23.08.2019, kha@karl-haller.de 

   
Leonhard Euler Bernhard Riemann Sr. Ramanujan 

Basel, St. Petersburg, Berlin Göttingen Erode (Indien), Cambridge 

1707 – 1783 1826 – 1866 1887 – 1920 

 Jung verstorben an TBC Jung verstorben an TBC

 

Zu Euler: 

 https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler 

 http://www.personalschriften.de/aktuelles/artikelansicht/details/leonhard-euler-1707-1783.html 

 Euler war nicht nur auf dem Gebiet der Mathematik sehr erfolgreich tätig, sondern auch auf den Gebieten der Mechanik (z. B. 
Stabknickung), der Strömungslehre, der Astronomie und der Optik. Euler verlor 1735 die Sehfähigkeit auf dem rechten Auge und 
erblindete 1771 fast vollständig. Dennoch wird Euler mitunter als Adler der Mathematik bezeichnet. 

Zu Riemann: 

https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann 

 https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_%CE%B6-Funktion 

Für den Beweis der Riemannschen Vermutung in Verbindung der Primzahlenanzahl und der komplexen Zeta-Funktion ist immer 
noch ein Preis von 1 Million US-Dollar ausgesetzt. 

Siehe dazu: https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann 

und:  http://www.karl-haller.de/Riemann/Riemannsche Vermutung und Zetafunktion.pdf 

Es sei darauf verwiesen, dass die Primzahlen bei den modernen Methoden der Datenverschlüsselung eine entscheidende Rolle 
spielen. Unser Wirtschafts- und auch Privatleben ist im Internet-Zeitalter ohne Datenverschlüsselung nicht mehr denkbar.  

Riemann hat die n-dimensionale Differenzialgeometrie begründet. Davon hat Albert Einstein bei seiner Relativitätstheorie 
Gebrauch gemacht. Vierte Dimension bei Einstein ist die Zeit t, genauer c*t, mit c = Lichtgeschwindigkeit. Das Produkt c*t hat die 
Einheit einer Länge.  

Zu Ramanujan: 

https://de.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_Ramanujan 

Ramanujan hat als Mathematik-Autodidakt Erstaunliches geleistet und auch schwierige Formeln praktisch einfach aus dem Ärmel 
geschüttelt. Exakte Herleitungen und Beweise lagen ihm aber wegen der fehlenden Ausbildung weniger. 

https://de.wikipedia.org/wiki/Cambridge
https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_%CE%B6-Funktion
https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
http://www.karl-haller.de/Riemann/Riemannsche
https://de.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_Ramanujan

